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あらまし 弾性マッチングの一種である ��マッチングは，開発されて既に ��年以上経った現在でも，パターン認

識・画像処理の基本技術として多用されている．本稿では，�次元パターン間の ��マッチング，�次元と �次元パ

ターンの��マッチング，�次元パターン間の��マッチングを述べた後，いくつかの高速化手法，ならびに学習理論

との組み合わせについて紹介する．

キーワード 動的計画法，��マッチング
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�� ま え が き

� パターンをマッチングする際，一方に微小な歪み（ずれ）

があると整合性が急に悪くなる．このため，マッチングの際，

一方のパターンをゴムのように非線形伸縮させ，最も整合し

た時点をマッチング結果とすることがある．これは弾性マッチ

ングと呼ばれる技術であり，音声やジェスチャなどの時系列パ

ターン（１次元パターン）認識や，顔・文字・指紋などの画像

パターン ��次元パターン�認識，画像圧縮のための動き補償な

ど，さまざまな分野で必要不可欠とされる．

この弾性マッチングには動的計画法 ������	
 �������	��，

���による手法－ �� マッチング ― が広く用いられている．

時間伸縮を伴う音声時系列パターンのマッチングを目的として

����年代に迫江らにより開発された ���～���．�開発競争の様子

については文献 ��� に詳述されている．� 理論的明快さ，アル

ゴリズム実装の容易さ，そして非常に少ない計算量ながら最適

マッチングが求まる �長さ � と � の � 次元パターンであれば，

�����の計算量で済む�という，非常に優れた性質を持つ．こ

のため１次元パターン認識，特に時系列パターン認識（例えば

オンライン文字認識やジェスチャ認識）において爆発的に広が

り，当該分野における基本的道具となっている ���．

本稿では，�次元パターン間の ��マッチングのアルゴリズ

ムについて，その導出および実用における幾つかのノウハウに

ついて述べる．またその発展形である �次元と �次パターンの

��マッチング，および �次元パターン間の ��マッチングに

ついて概説する．さらにいくつかの高速化手法，ならびに学習

理論との組み合わせについて紹介する．

�� �次元パターン間の��マッチング

�� � 基本アルゴリズム

� つの � 次元パターン � � ��� ��� � � � � ��� � � � � �� � � �

��� ��� � � � � �� � � � � � �� 間の弾性マッチングを考える．ここで ��

と �� は特徴ベクトルである．弾性マッチングとは，� の第 �

要素 �� と � の第 	 要素 �� との対応付け 	 � 
� �� � �� � � � � ��

を最適化する問題である．

この要素間の対応付けのコスト �局所距離�を

� �� �
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図 � � 次元パターン間の �� マッチング
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とすると，最適化問題は次のように定式化される．
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第一の制約条件は単調連続性制約と呼ばれ，�	� 
� は 
��� より

小さくなることなく �単調性�，�		� 
� は 
��� より大きくなり

過ぎることはない �連続性�，という条件である．連続性条件は

対応付け 	 � 
� を関数 �歪み関数と呼ばれる�としてみたとき

の傾き �
����を �以下にするための条件であり，�倍以上の速

度変化を許さない条件となっている．第二，第三は始端・終端

条件である．

最適化問題 ���は次のように表現できる．
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ここで，右辺 ��内を
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となり，見かけ上，制御変数 
� を消去できる．�見かけ上とい

うのは，式 ��� で �	�を与える 
� がまだ確定できていないた

めである．� 上式をさらに変形して，
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図 � 傾 斜 制 限

として，右辺 ��内を
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となり，今度は制御変数 
� を消去できる．このように
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を繰り返し計算することで次々に変数を消去でき，結局

�	�� � �	�
��

���
��

として目的関数 � の最小値が得られる．境界条件 
� � � があ

るため，結局 �	�� � �����となる．

式 ���は ��漸化式と呼ばれ，これが ��マッチングの基本

式となっている．この ��漸化式を，� � �から � まで順にす

べての 	 において計算すること最適解が得られる．このことは，

図 �のような � � � 個の格子点を持つトレリス ���平面と呼

ばれる�上のすべての点において，式 ���中の最小値選択に従っ

た局所的な経路選択を順次行っていることに相当する．この処

理は探索幅 �，深さ � の幅優先探索であり，したがって計算量

は �����となる（注�）．

��マッチングの結果として得られるのは，パターン間距離

���距離� �	�� と対応関係 
�� � � � � 
�� � � � � 
� の二つである．

�� 距離は非線形伸縮に対して不変なマッチング距離であり，

従って変形を伴うパターンの認識に有効である．長さが違う �

パターン �すなわち � �� ��においても計算可能な距離である点

も重要である．また対応関係はパターン� を基準とした � の

変形状況を表現したものであり，構造解析的手法や統計的解析

手法との接点となりうる．

（注�）：余談になるが，上の計算に必要なメモリ量について，学生に答えさせてみ

ると面白い．多くの学生諸君は，� � � の � 次元配列を確保すると答える．時々

少し気の利いた学生がいて，������ の計算時には ������� �� のみが必要であ

ることに気づき，� � � の � 次元配列を確保すると答える．しかし実は � � �

で済む．�後述する整合窓を考えれば，もっと減らせる．� 詳細は文献 ���� を参

照されたい．メモリが存分に使える世の中ではあるが，こうした工夫こそが大事

であると筆者は信じている．なお，バックトラックにより最適な �� も求める必

要がある場合は，この限りではない．

� �� �



�� � 傾 斜 制 限

��漸化式 ���中の最小値選択範囲は傾斜制限と呼ばれ，歪

み関数 	 � 
� の傾斜を制限する．この傾斜制限には図 �に示

すように様々な種類がある．式 ���の単調連続性制約に基づく

��マッチングでは，同図 ���の傾斜制限を利用している．

傾斜制限の使い分けは重要である．図 ���� は非対称型と呼

ばれる形式であり，�状態のスキップを許した '�(!)!)�	�*! 型

+,,と等価なマッチングを実現する．最適経路上の局所距離

�の累積加算回数は � 回となり，� に依らない．このため入力

パターン� を認識する際，標準パターン � の長さ � に応じた

マッチング距離�	�� の正規化が不要である．同図 �$�は対称

型と呼ばれ，-�.��"*!�	�距離を求める際に利用される．非対

称型と異なり �パターン��� を交換しても同じ距離 ��	�� �

が求まる．局所距離加算回数が最小で��/��� ��，最大で � &�

と変動するので，�	�� による最短距離識別を行う際には注意

が必要である．�
�も対称型と呼ばれるが �$�とは大きく異な

り，最適経路の傾斜を ��� � �に制約する．時系列パターンで

あれば，��� � �倍の速度変動に限り補償することに相当する．

同図 ���は単調性制約のない傾斜制限である．西村ら �0�は，時

間的に逆行するような対応付けを許すべく，ジェスチャ認識に

このような傾斜制限を利用している．

傾斜制限は �もしくは ��� 	� 毎に変えてもよい．これは局所

的に制約条件を変えることに相当する．その結果，+,,の状

態遷移確率制御に似た効果が得られる．局所的に連続性を無く

し，対応関係に大きなギャップを許すこともできる．

�� � 整 合 窓

傾斜制限により対応付けの範囲は制約されるが，それでも意

図しない極端な対応付けが起こりうる．こうした極端な対応付

けを起こさないための一つの単純な方式として整合窓がある．

これは一般に，線形対応付け 	 � 
� � ���� からあまり離れす

ぎないようにする条件 �
� � ����� � � として定義される．こ

こで� は窓幅と呼ばれる正定数である．��漸化式も整合窓内

で計算するだけでよいので，計算量低減効果も見込める ������

を ���� �にできる�．傾斜制限と同様，� も �もしくは ��� 	�

毎に変えてもよい．

�� � 局 所 距 離

式 ��� では局所距離 ���
�� を ��� � ���� と定義したが，他

にも様々なバリエーションが考えられる．絶対値距離や 	()!*��

ルールのような微分不可能な局所距離を利用できるのも ��の

特徴の一つである．例えば閾値を用いた局所距離

���
�� �
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も使用できる．文献 ��� では，上式の局所距離を利用した類似

区間検出法が提案されている．

�� � 始端終端フリー化

図 � のトレリスの上下に距離 � のエッジを加えて図 � のよ

うに改造すれば，始端終端条件のない最適マッチングアルゴリ

ズムが実現する．これはしばしば始端・終端フリー ��マッチ

ングと呼ばれ，入力パターン� 中に � と似た区間を探す，い

i

j

zero-cost path

zero-cost path

図 � 始端・終端フリーな �� マッチング
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図 � �� によるセグメンテーション

わゆるスポッティング処理に応用できる．岡 �1� はこの方式を

連続 ��と呼び，様々な応用を提案している．オンライン文字

データなどのパターンの始終端付近の不安定部分 �フック�をス

キップするためにも利用できよう．

�� � セグメンテーションへの利用

マッチングではないが，��の考え方自体はセグメンテーショ

ンにも応用可能である．パターン � を最適セグメンテーショ

ンする場合の �� 平面を図 � に示す．ここでは縦軸がセグメ

ント数になる．大津の多値化 ��� では，ヒストグラムを最適階

段近似するために �� セグメンテーションを用いている．他

にも音声スペクトラムのセグメンテーションによるフォルマン

ト抽出 ���� や曲線の多角形近似 ���� にも応用されている．な

お，図 � に従って � セグメントへの最適分割を求めると，既

に 	� ��セグメントへの最適分割についても求まっている点

に注意されたい．

�� � 	
������������
� �
�
�������

前節の ��セグメンテーションと ��マッチングを組み合わ

せると，セグメンテーション・非線形伸縮の補償・認識の �処

理を最適化の枠組みで一括して行うアルゴリズムが得られる．

これは 2�
��	!	�)$�"�� "�����!�!	� と呼ばれ，早くから

文字列認識 ����や連続音声認識 ����に利用されてきた．

2�
��	!	�)$�"�� "�����!�!	� は，始端・終端フリーの

��平面を標準パターン毎に準備し，図 �のようにそれらを結

合することで構築できる．すべての ��平面における処理がフ

レーム �に同期して進行できることも，時系列パターンマッチ

ングを行う上では都合がよい．

2�
��	!	�)$�"�� "�����!�!	�には，しばしば 345制御
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図 � 閉輪郭のフィッティング問題

が導入される．この場合，各 ��平面を 345における一つの

状態のように考え，状態間の遷移すなわち ��平面間の結合の

有無を 345により既定する．この 345制御は，文法モデルが

必要となる文字列認識や音声認識において多用される．階層化

することも可能であり，例えば音声認識では，音素レベル処理

を最下層，文レベル処理を最上層とする 345制御に基づいた

認識手法がすでに一般化している ����．345だけではなく，文

脈自由文法 �637�も扱うこともできる．このことは 637パー

ザの最も基本的なものである 689パーザが �段 ��マッチン

グ ���と等価な処理であることからも理解できる．

�� �次元��次元パターン間の��マッチング

� では，�次元パターン間のマッチングのために，対応付け

関数 	 � 
� を考えた．この 
� を �次元ベクトル �
�� ���とす

れば，�次元パターンと �次元パターンのマッチングが可能と

なる．こうした応用についても古くから検討されており，24

マッチング ���� や ,5� マッチング ��0� はその嚆矢であろう．
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図 � � 次元パターン間の ��マッチング

またマッチングに限らず，�次元パターン中からの �次元的な

構造 �例えばエッジ �����の検出にも利用される．

図 0 は � 次元)� 次元パターンマッチングの様子である．累

積距離を格納する �� は ���
��から ���
�� ���に拡張されるが，

それ以外は �次元パターン間の場合とさほど変わらない．計算

量，すなわち ��漸化式計算回数は ������ である．

�次元)�次元 ��マッチングにより 4:59;4すなわち輪郭

モデルの �次元平面へのフィッティングのアルゴリズムも得ら

れる ��1�．ただし，閉輪郭を一箇所で切断して開輪郭化し，�次

元)�次元 ��マッチング法を利用する方式では不十分である．

�端点 �
�� ���� �
� � ���を一致させられないためである．そこ

で，図 �のように閉輪郭のスライスを考え，そのスライスの系

列により閉輪郭を �次元化する ����．各スライスは �
	� � �
	
� �と

�

� � �


� �の �変数で表されるために，�� は ���
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� �

となる．このことから予想されるように，計算量は ������と

急に増加する．

�� �次元パターン間の��マッチング

�次元パターンの��マッチングが提案された直後から，�次

元パターンすなわち画像パターン用の ��マッチング法が数々

提案されてきた ����．しかし，定番と呼ばれるような手法は未

だ存在しないのが現状である．これは，�次元 ��マッチング

をそのまま �次元 ��マッチングに拡張した問題が以下に示す

ように :�)*���問題となり ����，事実上解けないためである．

� 隣接画素間の単調連続性制約の下，ラスタスキャンの順

��� ��� ��� ��� � � � � ��� ��� ��� ��� ��� ��� � � � � ��� ��� � � � � �����に

� 画素ずつ対応先を決定していく過程を考えると，画素 ��� 	�

のマッチング先の決定に � 段前の ��� �� 	� の決定が影響する

ことになる．従ってこの �次元 ��マッチングが本質的には�

次マルコフ性を持った最適決定問題であることがわかる．ここ

で列すなわち � 画素をまとめてブロック化すると，� 次マル

コフ的な決定過程を単純マルコフ決定過程に変換でき，形式的

には �� の枠組みで解くことが可能になる ����� ����．図 1 は，

大きさ � �� の �次元パターン間の ��マッチングの様子で

ある．各列の可能な対応付けをすべて考えると � に関する指

数オーダーとなるため，:�)*���問題になることがわかる．こ

のため実用的には区分線形化 ����や後述するビームサーチのよ

うな計算量低減の工夫が必要となる．

ところで，ラスタスキャンとジグザグスキャン ��� ��� ��� ���

� �� �



� � � � ��� ��� ��� ��� ��� � � ��� � � � � ��� ��� ��� ��� � � � � ����� で

は，それによって構成される �� アルゴリズムの計算量が

著しく異なる．後者では最高で �� 次マルコフ性が発生するた

めである．このように �次元 ��マッチングでは，計算量の最

小化のために，計算順序の最適化が必要である．このメタ最適

化問題は 4�
����� <�!	�	��!	� ��$'�� ���� と呼ばれてお

り，グラフ表現されたモデルの �次元平面へのマッチング問題

でも重要視されている ��0�．

	� ��マッチングの高速化手法

�� � ビームサーチ

��マッチングには様々な高速化法がある．� �の整合窓も

一種の高速化手法である．他の代表的な高速化法としては，ま

ずビームサーチが挙げられる．枝刈りとも呼ばれ，各 �におい

て，最適経路になる見込みのない ���
��について ��漸化式を

計算せずにスキップする方法である．局所探索の導入に相当し，

最適解の保証はなくなるが，実用上十分な解が得られる場合が

多い．

ビームサーチの組み込みにはアルゴリズム的な工夫が必要

である．見込みの無い ���
��のところに�を代入してビーム

サーチとしている学生のプログラムを見たことがあるが，これ

では全く効果はない．ビームサーチは動的リストとビーム駆動

と組み合わせることで初めて効果が出てくる．前者は枝刈りの

結果生き残った ���
��についてのみ，そのインデックス 
�と共

にメモリに格納する方式である．後者はそのリスト中の ���
��

から ��漸化式を駆動し，適宜 �����
���� を計算する方法で

ある ����．複雑にはなるが，�次元 ��マッチングにもビーム

サーチは導入可能である ����．

枝刈りすなわち ���
��に見込みがあるか否かの判定は，一般

に ���
��に対するしきい値処理に基づく．従って，最適経路と

そうでない経路の ���
��に大きな差があることが望ましい．特

徴量が平坦であれば ���
�� に差が出にくく，���
��の差も小さ

くなるため �最適経路が曖昧になる�，ビームサーチの効きが悪

くなる．こうした場合には事前知識を導入する正則化的な工夫

がなされる．例えば最適経路が平滑であることがわかっている

ならば，目的関数を

� �

��
���

����
�� & ��
� � 
�����

のように変更することでビームサーチの効果が改善される ��

は正定数�．

�� � 粗 密 ��

粗密 �� �6��"�)!)=�� ��� ���� は解の最適性を保ったま

ま高速化を図る方法として興味深い．図 �に示すように，この

方法では，�	�各 �段の � 個の状態を �つにまとめて複合状態

とし，�		� ��マッチングを行い，�			� 最適経路が通過した複

合状態を分割して �		�に戻る，という処理を繰り返し行う．ス

テップ �			�において最適経路上の各複合状態内に１状態しか含

まれなくなれば終了である．複合状態に付随する局所距離が，

その複合状態内の状態の局所距離 ���
��の下限値であれば，こ

re
fe

re
nc

e 
Y

input X

図 � 粗 密 ��

の方法で求まる最適経路が原問題のそれに一致することが保証

される．計算量低減効果を高めるためには，タイトな下限値を

簡単な計算量で求めることが要請される．

�� � 解析的��マッチング

��マッチングの高速化の新しい考え方として，解析的 ��

マッチング ��1� が提案されている．この方法は，局所距離 ���	�

を各 �において次のように �次関数近似する．

���	� � ��	
� & ��	 & ��

この近似の結果，前出の目的関数 � �
�

�
���
��は 
� に関し

て微分可能になり，解析的な枠組みで解けることになる．単

純には ����
� � � をすべての 
�� �� � �� � � � � �� について

連立する解析方法が考えられるが，�� の枠組みでも解くこ

とができる．この場合に重要な点は，���	� が � 次関数なら

ば ���	� も � 次関数 ���	� � ��	
� & ��	 & �� とになる点であ

る．詳細は略するが，これらの係数 ��� ��� �� は �������の係数

����� ����� ���� と ��� ��� �� から一意に計算できるので，この

計算を � � �から � まで計算すれば ���	� が求まり，したがっ

て最適解 �	�� � �	�� ���	�が求まる．

このように，解析的 ��マッチングは，従来の ��マッチン

グのような探索幅 �，深さ � の幅優先探索に基づく組合せ最適

化的な手法ではない．このことは � が非常に大きくなっていた

問題，例えば前出の �次元パターンのマッチング問題について

も ��が適用可能であることを示唆している．また，この �次

元パターンマッチング問題を考えると，上述の連立解法におい

ては必要となる大規模な逆行列計算を回避できる可能性がある．


� 学習理論とのリンク

�� � 主成分分析とのリンク

� � で述べたように，��マッチングにより求まった対応関

係 
�� � � � � 
�� � � � � 
� は � を基準とした � の変形を表してい

る．従って，あるクラスについて一つの標準パターン� と多

くの学習パターン �� �を準備し，各 � を� と ��マッチン

グすれば，そのクラスに起こる変形を自動的に収集できること

になる．

こうして得られた変形の共分散行列を求めると，変形に関す

るマハラノビス距離 ����� ���� や � 次識別関数 ���� が利用でき

る．さらにそのクラスに起こりやすい変形が張る部分空間 ����

や !�����! �'��� ����を形成できる．��マッチングをはじめと

する弾性マッチングでは，一般に合わせ過ぎが問題になる．合

� �� �



わせ過ぎはそのクラス内にほとんど起こらない変形を許したこ

とに相当するので，マハラノビス距離や部分空間を用いてマッ

チングを評価することで，合わせ過ぎを検出することが可能と

なる．

以上の処理は，長さ �次元�の異なるパターンについても適用

できる．これは ��マッチングの次元正規化能力に依る．従来，

固定次元のパターンにのみ統計的手法が適用されてきたが，こ

のように ��マッチングを介することで可変次元のパターンを

扱えるようになる．

�� � 識別関数理論とのリンク

��による最適経路をパターン� から � への非線形写像と

して考えると，その経路を様々に変えることで� からその写

像パターンとしての � を様々に合成できることになる．パター

ン空間で考えると，� を中心としてその歪みパターンを含む集

合が ��により構成できることになる．そこで，単純に学習パ

ターンについて識別面を求めるのではなく，各学習パターンに

ついて ��によりその歪みパターン集合を求め，それらについ

て識別面を求めることが考えられる．こうした考え方は学習パ

ターンが少ない場合に特に有効であろう．文献 ����では，この

考えに基づいた線形識別関数の誤り訂正学習法が提案されてい

る．また文献 ����では誤り訂正学習の代わりに，線形計画法を

用いた方法が提案されている．

�� � �
��
� ������
�とのリンク

局所距離 ���	�を ���� として，��漸化式中の �	�を ��/

にすれば，��マッチングにより �ベクトル��� 間の内積 �す

なわち類似度� を求めることができる． このことから �� を

カーネルと見ることができ，種々の 9����' ,�
*	��"において

利用できる．4>,の枠組みにおいては既に実際に利用されて

いる ��0�� ����．これらは，前節で紹介した手法 ����� ����と同様

の効果を狙ったものと考えることができよう．

�� ま と め

�� マッチングの基本と関連する話題について述べた．��

マッチングは多くの教科書にも載っており，すでに使い古され

た技術のように思われるかも知れない．しかし，扱っている問

題がもし最適マッチング問題として定式化されたならば，その

解法を模索する際，単純ながらも最適解を与える ��の適用可

能性について一考の価値があろう．+,,や,23 ��1� がそう

であるように，表面的には複雑な定式化が成されていても，そ

の本質的な部分は ��で扱える問題になっていることも案外多

いようである．
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